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The introduction of the concept of derivative in secundary education
in Portugal and Brazil in the twentieth century
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RESUMO

Este estudo tem como objetivo analisar a introdugdo do conceito de
derivada no ensino secundario do Brasil e de Portugal ao longo do
século XX, identificando aproximagbes e distanciamentos nas
abordagens adotadas em ambos o0s paises. A investigacéo
fundamentou-se na analise documental, tendo como corpus programas
oficiais de ensino, sete livros didaticos de Matematica — cinco
brasileiros e dois portugueses —, além de teses, livros e artigos
especializados. Como referencial teérico, adotou-se a Teoria dos Trés
Mundos da Matematica, proposta por David Tall, que distingue os
mundos corporificado, simbdlico e formal, permitindo examinar as
diferentes formas de apresentagéo e desenvolvimento do conceito de
derivada nos materiais analisados. Os resultados indicam que, entre
as décadas de 1940 e 1970, as abordagens presentes nos livros
brasileiros apresentaram relativa uniformidade, predominando uma
perspectiva formalizada do conceito. Em Portugal, por sua vez,
observou-se a preferéncia por abordagens que articulavam elementos
corporificados e formais. Uma diferenga significativa entre os dois
contextos refere-se a presenca do Calculo Diferencial no curriculo do
ensino secundario: enquanto no Brasil esse contetdo foi gradualmente
suprimido a partir da década de 1970, em Portugal consolidou-se como
componente curricular e permanece presente até os dias atuais. O
estudo contribui para a compreensdo histérica da circulagdo e da
institucionalizacao de saberes matematicos escolares em diferentes
contextos nacionais.

Palavras-chave: calculo diferencial e integral; histéria do ensino da
matematica; livros didaticos.
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ABSTRACT

This study aims to analyze the introduction of the concept of derivatives
in secondary education in Brazil and Portugal throughout the 20th
century, identifying similarities and differences in the approaches
adopted in both countries.The research was based on document
analysis, using as its corpus official teaching programs, seven
mathematics textbooks — five Brazilian and two Portuguese — as well
as theses, books, and specialized articles. As a theoretical framework,
the Theory of the Three Worlds of Mathematics, proposed by David
Tall, was adopted, which distinguishes the embodied, symbolic, and
formal worlds, allowing for the examination of the different forms of
presentation and development of the concept of derivatives in the
analyzed materials. The results indicate that, between the 1940s and
1970s, the approaches present in Brazilian textbooks showed relative
uniformity, with a formalized perspective of the concept predominating.
In Portugal, on the other hand, a preference was observed for
approaches that articulated embodied and formal elements. A
significant difference between the two contexts concerns the presence
of Differential Calculus in the secondary school curriculum: while in
Brazil this content was gradually suppressed from the 1970s onwards,
in Portugal it became established as a curricular component and
remains present until today. This study contributes to the historical
understanding of the circulation and institutionalization of school
mathematical knowledge in different national contexts.

Keywords: differential and integral calculus; history of mathematics
teaching; textbook.

RESUMEN

Este estudio tiene como objetivo analizar la introduccion del concepto
de derivadas en la educacion secundaria en Brasil y Portugal a lo largo
del siglo XX, identificando similitudes y diferencias en los enfoques
adoptados en ambos paises. La investigacion se basé en el analisis
documental, utilizando como corpus programas de ensefianza
oficiales, siete libros de texto de matematicas —cinco brasilefios y dos
portugueses—, asi como tesis, libros y articulos especializados. Como
marco tedrico, se adoptd la Teoria de los Tres Mundos de las
Matematicas, propuesta por David Tall, que distingue los mundos
corporizado, simbdlico y formal, permitiendo examinar las diferentes
formas de presentacioén y desarrollo del concepto de derivadas en los
materiales analizados. Los resultados indican que, entre las décadas
de 1940 y 1970, los enfoques presentes en los libros de texto
brasilefios mostraron una relativa uniformidad, predominando una
perspectiva formalizada del concepto. En Portugal, por otro lado, se
observd una preferencia por enfoques que articulaban elementos
corporizados y formales. Una diferencia significativa entre ambos
contextos radica en la presencia del Célculo Diferencial en el curriculo
de la educacion secundaria: mientras que en Brasil este contenido se
fue eliminando gradualmente a partir de la década de 1970, en Portugal
se consolidé como un componente curricular y se mantiene vigente
hasta la actualidad. Este estudio contribuye a la comprension histérica
de la circulacion e institucionalizacién del conocimiento matematico
escolar en diferentes contextos nacionales.

Palavras-clave: calculo Diferencial y integral; historia de la ensefianza
de las matematicas; libros de texto.
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Introducgao: discutindo um panorama internacional

Portugal, assim como a Franga, destacou-se entre os paises pioneiros na
renovacgao da educagao matematica ao incorporar, ainda nas primeiras décadas
do século XX, nogdes fundamentais de Calculo Diferencial e Integral (CDI) aos
curriculos do ensino secundario. Contudo, a presenca do CDI como componente
obrigatério da formagdo matematica escolar em diferentes contextos nacionais
constitui uma questdo complexa, que nao pode ser compreendida de forma
homogénea. As configuragdes assumidas pelo ensino desse conteudo estiveram
condicionadas as especificidades dos sistemas educacionais, envolvendo
fatores de natureza politica, curricular e institucional, bem como aspectos
relacionados a formacdo docente, as praticas de ensino e aos processos de
aprendizagem dos estudantes (Burkhardt, 2014). Desse modo, a analise da
trajetéria do CDI no ensino secundario requer considerar as particularidades
histéricas e culturais de cada pais, sem perder de vista os movimentos
internacionais de circulagdo de ideias e de modernizacdo do ensino da
Matematica.

A época, ndo havia consenso quanto a inclusdo do Calculo Diferencial e
Integral (CDI) no ensino secundario,! conforme evidenciado pelo relatorio do
matematico hungaro Emanuel Beke, elaborado para a Comisséo Internacional
de Instrucdo Matematica (ICMI). Dos dezoito paises que participaram da
enquete, doze declararam ensinar CDI, embora esse conteudo n&o estivesse
presente em todos os tipos de estabelecimentos de ensino secundario (Beke,
1914). Com base na analise de artigos e relatérios publicados no periédico
L’Enseignement Mathématique entre 1900 e 1970, foi possivel identificar trés
momentos distintos na trajetéria do ensino de CDI nas escolas secundarias. O
primeiro corresponde as primeiras décadas do século XX, periodo em que,
diante das demandas de modernizacdo do ensino da Matematica, surgiram
iniciativas pioneiras de introdu¢do do CDI nos curriculos escolares. O segundo
abrange o periodo entre guerras e os anos subsequentes a Segunda Guerra

Mundial, quando o CDI foi incorporado aos programas de ensino de alguns

' A terminologia escola secundaria é usada em Portugal. No Brasil, atualmente, corresponde ao
ensino médio. Usaremos, no presente trabalho, o termo “ensino secundario”, para designar a
escolaridade que antecede o ensino superior.
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paises, como Brasil, Grécia e Espanha, ao passo que foi retirado de outros, como
a Unido Soviética. O terceiro momento inicia-se com o Movimento da Matematica
Moderna e suas repercussdes sobre o ensino de CDI, configurando uma
segunda onda de modernizagao curricular marcada por novos debates acerca
dos conteudos e métodos de ensino da Matematica.

No primeiro periodo identificado, a Franga destacou-se como pioneira ao
introduzir o Calculo Diferencial e Integral (CDI) no curriculo do ensino secundario
em 1902. Outros paises, como China, Portugal, Suécia, Russia e Hungria,
também passaram a incorporar conteudos relacionados ao CDI nas primeiras
décadas do século XX. Em Portugal, a reforma curricular de 1905 previa, na
disciplina de Algebra da 72 classe dos liceus, o estudo da nogdo de derivada,
sua interpretacdo geométrica, as derivadas de soma, produto, quociente,
poténcia e raiz, bem como das funcgdes circulares, culminando com revisdées dos
conteudos abordados. A implementacao dessa proposta foi acompanhada pela
publicacdo de manuais didaticos especificos, entre os quais se destacam
Algebra para o ensino da VI e VIl classe dos liceus, de Joaquim d’Azevedo
Albuquerque (1906), Complementos de Algebra, de Eduardo Ismael dos Santos
Andrea (1909), e Algebra Elementar, de José Manuel Rodrigues (1909) (Pinto,
2012; Andrea, 1909; Dias, 2022). Nessas obras, os conteudos de CDI
encontravam-se integrados ao ensino da Algebra e contemplavam, além da
definicdo e da interpretagdo geométrica da derivada, algumas regras de
derivacao e exercicios de aplicagao.

Entretanto, conforme observa Artigue (2003), a presenca do CDI nos
curriculos secundarios do inicio do século XX ainda era relativamente limitada.
Embora representasse um importante movimento de renovacao curricular, a
geometria permanecia como eixo predominante da formacdo matematica
escolar. Nesse contexto, o ensino da analise — compreendendo sobretudo o CDI
— possuia objetivos modestos, voltados ao desenvolvimento de competéncias
elementares de calculo consideradas uteis para a formagao dos estudantes. As
justificativas para sua introducdo eram diversas e refleiam demandas
educacionais, cientificas e sociais mais amplas, incluindo a modernizacdo do
ensino da Matematica, a aproximacao entre ensino secundario e superior, a
preparacdo dos estudantes para os cursos universitarios e a adequacgao da

formagdo escolar as exigéncias da industria, do comércio e do progresso
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cientifico e tecnoldgico.

No segundo periodo, nos anos finais da década de 1920 e da década de
1930, os sistemas escolares de muitos paises europeus foram submetidos a
varias reformas (Zuccheri; Zudini, 2014). O estudo das fun¢des e o CDI foram
incluidos, em alguns lugares, nos programas das escolas cientificas
secundarias. No entanto, na década de 1930, o CDI foi reduzido em alguns
paises, como Portugal e Russia (URSS). Em Portugal, em 1936, o CDI foi
excluido do ensino secundario e reintroduzido em 1947. Na URSS, as mudancas
curriculares ocorridas na década de 1930 excluiram o CDI do ensino secundario
e ele so voltaria a integrar o curriculo na década de 1970.

No Brasil, o CDI foi introduzido na década de 19302. Internacionalmente,
as justificativas para a sua introdugdo, nesse periodo, eram de que o
conhecimento do CDI devia fazer parte da formacdo do homem culto,
necessitando-se dele para aplicagdes as ciéncias e atividades sociais. Outra
razao invocada, a época, era a de que, pelo ensino do CDI, ter-se-ia a dimenséao
do alcance do desenvolvimento da matematica.

No terceiro periodo, apdés a Segunda Guerra Mundial, a populagao
estudantil expandiu-se na maioria dos paises, particularmente no nivel
secundario. Nos paises em desenvolvimento, ocorreu um movimento para
abandonar uma escola de elite em prol de uma escola mais ampla, que
oferecesse acesso a uma maior quantidade de alunos. Nos paises
desenvolvidos, foram criados sistemas universais para acesso a universidade, o
que ampliou o contingente de alunos no ensino superior. Lideres politicos como
os do Japao acreditavam que os curriculos estavam defasados, e que era
preciso uma educagao tecnolégica mais avancada para fazer frente ao forte
crescimento da industria - a matematica ocupava o epicentro (Blij; Hilding;
Weinzweig, 1981).

No inicio dos anos 70, com o0 movimento da matematica moderna, novas
ambic¢des para o ensino de matematica surgiram. Para Artigue (2003), em muitos
paises, incluindo Franga, havia uma abordagem da analise como um campo

estruturado — conceitos definidos formalmente e a analise se libertando da

2 No final do século anterior, na Reforma Educacional de Benjamin Constant, o CDI foi
introduzido, mas seu ensino durou muito pouco, sendo abolido ja nos primeiros anos do século
XX.
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algebra, no ensino secundario. Na Uniao Soviética, havia nessa época cursos
de matematica escolar cujo propédsito era a inculcagao sistematica nos alunos
da visédo marxista-leninista do mundo e que pudesse despertar o interesse na
matematica e suas aplicagdes (Kolyagin; Lukankin; Oganesyan, 1980). A
mudanga mais significativa ocorrida em muitos paises foi a proposta de um
curriculo integrado para o ensino secundario através de conceitos unificadores,
como fungdes e conjuntos, a inclusdo de novos ramos do conhecimento e
probabilidade, estatistica e computacdo. Além disso, tornaram-se mais rigorosas
as formulagdes de nogdes basicas, com apoio na matematica moderna, tanto na
geometria como na analise. A geometria espacial e a resolugao de triangulos em
trigonometria foram eliminadas e o calculo expandido. A geometria ficou mais
restrita ao ensino elementar (Blij; Hilding; Weinzweig, 1981).

Nos Estados Unidos da América, o malogro com a matematica moderna
comecgou a ser sentido ja na década de 1970, quando um retorno ao basico
parecia ser a unica alternativa. No que se refere ao ensino secundario, o objetivo
dos cursos de matematica era uma preparacao para o estudo de CDI na
universidade. No mundo arabe, por sua vez, a matematica moderna foi uma
propulsora para o ensino do CDI, que incluiu a légica. Na maioria dos paises, o
estudo de funcdes e do calculo diferencial prevaleceu em detrimento do calculo

integral, que poucos paises implementaram (Silva, 2026).

Objetivo e metodologia da pesquisa

O presente estudo integra um projeto de pesquisa mais amplo dedicado
a investigagao dos processos de escolarizagdo do Calculo Diferencial e Integral
(CDI) no Brasil. 3 Especificamente, busca analisar a introdugédo do conceito de
derivada no ensino secundario brasileiro e portugués ao longo do século XX, por
meio da analise de livros didaticos de Matematica, identificando aproximacdes e
diferencas nas formas de abordagem desse conteudo em ambos os paises. A
escolha de Portugal como objeto de comparacgéao justifica-se por sua posicéao
pioneira na Europa ao incorporar o CDI ao curriculo do ensino secundario, em

1905. Entre os conceitos fundamentais que compdéem o CDI destacam-se

3 Pesquisa financiada pelo CNPq (Processo: 403837/2021-9).
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fungao, limite, continuidade, derivada e integral. Neste estudo, o foco recai sobre
o conceito de derivada por se tratar de um conteudo cujas aplicagbes séo
passiveis de abordagem no ensino secundario e, sobretudo, por sua estreita
relagdo com o conceito de limite, considerado um marco na transigao entre a
matematica elementar e a matematica avancada.

Estamos cientes da dificuldade e dos desafios de uma pesquisa
comparativa em educagao, uma vez que os contextos sao diferentes. Entretanto,
ja existem estudos comparativos na historia da educagédo matematica, conforme
citamos no inicio desta pesquisa, quando o proprio ICMI sugeriu que se
investigasse sobre o ensino do calculo diferencial e integral nas escolas
secundarias dos 18 paises integrantes daquela comissdo a época. Isso nos
motivou a langarmos um olhar especifico a Portugal e Brasil, paises de mesma
lingua e que mantinham relagdes amistosas. Ambos detinham a época governos
politicos autoritarios que tiveram reflexo na educagcdo. Embora as reformas
tenham sido implementadas com diferencas. No Brasil, no Estado Novo, o livro
didatico serviria como um veiculo da politica unificadora do Estado, o pais
buscava por meio da “educagdo uma legitimagdo do préprio governo” (Rota,
2013). Por sua vez, em Portugal, o governo de Salazar implantou mudangas na
politica do livro didatico. Podemos concordar com Rota (2013) de que o livro
didatico foi fundamental na formagdo do cidaddao, uma referéncia para
professores e alunos.

Partimos do entendimento, compartilhado por Choppin (2002), de que os
livros didaticos constituem fontes privilegiadas para a compreenséo da cultura
escolar. Esta, por sua vez, pode ser definida, conforme Benito (2017, p. 119),
como o “conjunto de praticas e discursos que regularam ou regulam a vida das
instituicbes de educacgao formal e a profissdo docente”. Nessa perspectiva, os
livros didaticos sdo compreendidos como elementos estruturantes da cultura
escolar, uma vez que historicamente desempenham papel central na
organizagao das praticas pedagdgicas e na circulacdo dos saberes escolares
(Vidal, 2009). Assim, os manuais analisados foram tomados como fontes
principais da investigagdo, permitindo identificar como autores brasileiros e
portugueses conceberam e sistematizaram a introdugdo do CDI no ensino
secundario.

A delimitacdo temporal do estudo compreende o periodo entre 1940 e
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1970, intervalo em que o CDI esteve presente nos curriculos do ensino
secundario de ambos os paises. Foram selecionados os livros didaticos
adotados ou oficialmente recomendados para o ensino nesse periodo. No caso
brasileiro, o corpus documental € composto por cinco obras de diferentes
autores. Em Portugal, em razdo da politica de adog¢ao de livro Unico, foram
analisadas duas obras: a de Antonio Augusto Lopes, aprovada para uso entre
1950 e 1955, e a de José Sebastido e Silva, em coautoria com José da Silva
Paulo, aprovada em 1955 e utilizada durante um longo periodo como manual
oficial do ensino secundario.

A pesquisa, de natureza qualitativa e fundamentada na analise
documental, desenvolveu-se por meio das seguintes etapas: levantamento e
selegao das fontes documentais, incluindo programas oficiais e livros didaticos;
organizagao do corpus documental por pais; comparagado entre os programas
prescritos e os conteudos efetivamente apresentados nos manuais;
levantamento de informacgdes biograficas sobre os autores; identificagédo e
analise dos capitulos dedicados ao conceito de derivada; sele¢gado das unidades
de significado relevantes para a investigacao; e, por fim, interpretagcado dos dados
a luz do referencial teérico adotado.

O Quadro 1 relaciona os autores selecionados, o titulo das obras e as
respectivas edigdes, sendo os cinco primeiros itens referentes ao Brasil e os dois

ultimos a Portugal.

Quadro 1 — Relagéo de autores, livros didaticos e edigdes (Brasil e Portugal)

Autor/Autores Titulo Edicoes
1. Thales de Faria Mello Matematica para os cursos classicoe | 12 em 1943; 22 em
Carvalho cientifico — 3° ano 1948; 62 em 1956;
livro Unico em 1969
2. Euclides Roxo, Roberto | Matematica 2° Ciclo 12 em 19474 22 em
Peixoto, Haroldo Cunha e 1946; 32 em 1951,
Cesar Dacorso Neto 42 em 1955; 52 em
1956
3. Algacyr Munhoz Maeder | Curso de Matematica — 3° livro —ciclo | 12 em 1944; 22 em
colegial 1949; 32 em 1953;
52em 1955; 72 em
1959

40 ponto de interrogacio significa o desconhecimento do ano preciso da edicio, uma vez que alguns
livros ndo incluiram o ano em que foram editados.
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4. Manoel Jairo Bezerra Curso de Matematica para os 12 em 1953; livro
primeiro, segundo e terceiro anos dos | Unico 242 em 1969;
cursos classico e cientifico — livro 282 em 1971; 322
unico em 1975

5. Ary Quintella Matematica — terceiro ano colegial 12 em 1957; 92 em

1960; 16 em 1968
6. Antonio Augusto Lopes | Compéndio de algebra parao 6°ano | 12 em 1950; 2% em

dos liceus 1955
7. José Sebastiao e Silva; Compéndio de algebra para o 6° ano 12 em 1956; 22 em
José da Silva Paulo dos liceus 1957; 102 em 1974

Para interpretar as abordagens do conceito de derivada presentes nos
livros didaticos analisados, recorremos a Teoria dos Trés Mundos da
Matematica, proposta por David Tall (2013). Segundo esse autor, o pensamento
matematico pode ser compreendido a partir de trés modos complementares de
construgdo do conhecimento. O primeiro € o mundo corporificado (embodied
world), fundamentado na percepgdo, na visualizagdo e nas experiéncias
sensoriais relacionadas aos objetos matematicos, favorecendo uma
compreensao mais intuitiva dos conceitos. O segundo € o mundo simbdlico
(symbolic world), caracterizado pelo uso de simbolos, expressdes e
procedimentos algébricos e aritméticos, no qual os conceitos matematicos séo
manipulados por meio de operag¢des e calculos. O terceiro € o mundo formal
axiomatico (formal axiomatic world), associado a estrutura légica e dedutiva da
Matematica, em que definicbes, axiomas, teoremas e demonstragdes constituem
a base para a construgdo rigorosa do conhecimento matematico. Essa
perspectiva tedrica permite analisar ndo apenas os conteudos apresentados nos
livros didaticos, mas também as diferentes formas de representacdo e
compreensao mobilizadas na introducéo do conceito de derivada.

De uma matematica pratica, em que estdo envolvidos nimeros e formas
geométricas, o pensamento progride para uma matematica teérica — da algebra

e geometria euclidiana. Segundo a explicagao de Tall (2013, p. 402-403):

Enquanto a geometria se constroi através do aumento da
sofisticagdo estrutural, o simbolismo se desenvolve através da
compressao operacional das operagbdes incorporadas ao
simbolismo manipulavel que entdo tem propriedades estruturais
que desenvolvem suas proéprias formas de definicdo e prova.

Finalmente, o terceiro mundo, da matematica formal axiomatica, constroi
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um nivel formal baseado na definicdo da teoria dos conjuntos e nas
demonstracdes formais. A teoria de Tall (2013), que traz a ideia dos trés mundos,
serviu como inspiragao e base para escolhermos as categorias de abordagem
apresentadas nos livros didaticos escolhidos. No presente estudo, a abordagem
do conceito de derivada foi feita a partir das seguintes categorias: corporificada,

simbolica, formal e mescladas.

Resultados

Os resultados estdo divididos em quatro itens: 1) programas oficiais —
possibilitar uma visao geral do ensino do CDI previsto nas legislacbes de cada
pais; 2) autores dos livros brasileiros e portugueses — apresentar um esbogo
biografico sumario dos personagens; 3) abordagem do conceito de derivada nos
livros brasileiros — sistematizar como os autores abordaram a derivada no Brasil;
4) abordagem do conceito de derivada nos livros portugueses — sistematizar

como os autores abordaram a derivada em Portugal.

Programas Oficiais

O CDlI era assunto que integrava a disciplina de matematica para o ensino
secundario em ambos os paises, segundo os programas oficiais de cada pais.
No Quadro 2, estdo descritos os conteudos propostos em cada pais na década
de 1940.

Quadro 2 — Programas de matematica que abordam o CDI em Portugal e no
Brasil

Brasil: Lei Organica de 1942 Portugal: Programas de 1948

Para o 3° ano do ciclo colegial, na disciplina de = Para o 6° e 7° anos dos liceus, esta prevista
matematica, na parte de algebra, estava a seguinte ordenacdo dos conteudos, para
previsto o topico fungdes, com as seguintes o0 6° ano: variavel e funcdo; infinitamente
especificagdes: nocdo de fungdo e de variavel grandes, infinitésimos, limites, operacées
real, representacéo cartesiana, nogéo de limite = com limites; continuidade de uma funcgéo.
e continuidade; derivadas definicdo, Para o 7° ano: o problema das tangentes e
interpretacdo geométrica e cinematica, calculo o das velocidades; nogcao de derivada de
das derivadas, derivacdo das fungdes uma funcdo num ponto; funcdo derivada;
elementares, aplicagdo a determinacdo dos @ derivadas das funcbes algébricas e das
maximos e minimos e ao estudo da variagdo de @ fungdes circulares diretas; derivada da
algumas funcgdes simples (Brasil, 1943, p. 4, fungéo de funcado. (Decreto 37.112).

grifo nosso).
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Constatamos que em ambos os paises — Portugal e Brasil — as
prescrigdes oficiais incluiam os conceitos de fungao, limites, continuidade e
derivadas. Entretanto, o conceito de integral ndo aparece em nenhum desses
paises, nessa década. Na década subsequente, porém, no Brasil, ele integrara
o programa oficial. A época, o ensino de CDI estava previsto apenas para o ciclo
colegial (uma das ramificagdes do ensino secundario), no Brasil, enquanto, em
Portugal, ele estava indicado para os liceus, ou seja, todo o ensino secundario.

Quanto a derivada, percebem-se nuances nas prescri¢ées. Por exemplo:
em Portugal, o CDI deveria integrar os conteudos de matematica em dois anos
escolares - 0 6° e 7° anos: no 6° ano, a prescricao era o estudo de funcoes,
limites e continuidade; no 7° ano, estava previsto apenas o estudo de derivada.
Diferentemente, no Brasil, o CDI constava do programa do ultimo ano do
secundario. Inclusive a propria ordenagao dos conteudos revela a abordagem a
ser seguida: no Brasil, o estudo de derivada comega com a definigdo, enquanto
em Portugal, inicia com o problema das tangentes e velocidades, ou seja, por
uma motivagao de aplicacdo do conceito a ser introduzido. Em Portugal, no

periodo investigado, ndo ha alteragbes dos conteudos.

Programas Oficiais

Os autores citados na Quadro 1 exerceram um papel de lideranga na
educacdao matematica, quer como professores de matematica quer como
matematicos. Procuramos apresentar alguns dados biograficos dos autores,
aqueles que encontramos, com o intuito de mostrar como matematicos ou
professores de matematica se envolveram na producgao de livros de matematica
a época. ldentificamos, no Brasil, como professor de matematica e autor de
programas oficiais para o ensino, Euclides Roxo (1890-1950). Em Portugal, José
Sebastido e Silva (1914-1972), que foi um matematico e professor de
matematica influente no sistema de educacéo oficial daquele pais.

A colecao “Matematica 2° ciclo” foi um trabalho coletivo de quatro autores:
Euclides Roxo, Roberto José Fontes Peixoto, Haroldo Cunha e Cesar Dacorso

Neto. Haroldo Lisboa da Cunha (1909- 1991), engenheiro e professor do Colégio
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Pedro Il, alcangou o cargo de reitor da Universidade do Estado do Rio de Janeiro;
Roberto José Fontes Peixoto (1901-?) era engenheiro e professor do Instituto de
Educacéo do Distrito Federal e Cesar Dacorso Netto, professor do Instituto de
Educacédo do Distrito Federal e docente universitario; Euclides Roxo (1890-
1950), engenheiro e professor de matematica, foi o responsavel pela elaboragao
dos programas de matematica de 1942, na reforma Capanema. Segundo Duarte
(2021), Euclides Roxo, ao apropriar-se das discussdes internacionais sobre o
ensino da Matematica, tornou-se personagem determinante para a presenga do
componente curricular intitulado Matematica. Além disso, incluiu no programa de
algebra do 3° ano cientifico do secundario, os conteudos de Calculo Diferencial.

Manoel Jairo Bezerra foi professor de varias instituicdes, tanto de ensino
secundario quanto superior, entre as quais, o Colégio Pedro Il e o Colégio Naval
(Domingues, 2022). Foi autor de muitas obras didaticas para o ensino da
matematica, sendo o Curso de Matematica para o ensino secundario obra que
alcancgou 32 edigoes.

Thales de Faria Mello Carvalho (1915-1961), egresso da Escola de
Engenharia, tornou-se professor de matematica do ensino secundario e superior,
além de ter escrito diversos livros de matematica e de recreacdo. Sua obra para
0 ensino secundario procurou atender a legislagdo em vigor. Em 1943, introduziu
o CDI no terceiro volume do seu livro Matematica, o qual foi adotado em muitas
escolas brasileiras (Silva e Brum, 2022).

Algacyr Munhoz Maeder (1903-1975) escreveu 28 livros de matematica
(Longen, 2007). O que foi por nos escolhido como objeto de analise, o livro
destinado ao 30 ano do curso colegial, apresenta semelhangas com o livro de
Thales, pois também inicia com uma ideia intuitiva de limite de sucesséo.

A carreira profissional de Ary Quintella (1906-1968) Ihe permitiu fazer
parte do quadro de membros da Companhia Editora Nacional, e os livros
didaticos de matematica de sua autoria foram transformados em best-sellers
educacionais (Dellabetta; Ribeiro; Toillier, 2017, p. 3).

Anténio Augusto Lopes (1917-2015) nasceu em Guarda, Portugal.
Concluiu a licenciatura em Ciéncias Matematicas em 1938, na Universidade de
Coimbra. Foi professor de Matematica no ensino liceal (secundario), autor de
varios livros para o ensino da Matematica e participante privilegiado na reforma

da Matematica Moderna, em Portugal, além de professor na Telescola (Almeida,
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2013).

José Sebastido e Silva (1914-1972) doutorou-se em matematica, em
1949, na Faculdade de Ciéncias de Lisboa. Por suas investigagées em Analise
Funcional, abriu linhas de pesquisas que continuam a ser exploradas em muitos
paises. E o matematico mais reconhecido em Portugal no século XX. Por mais
de 20 anos foi diretor do Centro de Estudos Matematicos de Lisboa. Suas
contribuicdes foram na teoria dos espacgos localmente convexos e teoria da
distribuicdo (Ferreira et al., 1999). Como educador matematico desempenhou
papel fundamental na atualizagao do ensino da matematica (Silva, 2024).

José Duarte da Silva Paulo (1905-1976) foi professor de Matematica do
ensino liceal e foi coautor de livros didaticos para essa disciplina. Em 1940,
colaborou na criacdo da revista Gazeta de Matematica, da qual foi um dos
editores e o responsavel pela secdo ‘Matematicas Elementares’. Participou
ativamente na Reforma da Matematica Moderna, em Portugal, sendo, em 1964,
encarregado da regéncia de turmas de experiéncia para atualizagdo do ensino
da Matematica (Silva, 2024).

A maioria dos autores cujos livros foram analisados podem ser
considerados especialistas em educagdo matematica e liderangcas na
comunidade de matematica de seus respectivos paises. Os livros didaticos que
escreveram destinados a matematica escolar foram responsaveis pela formacéao

de geragdes de brasileiros e portugueses.

Abordagem do conceito de derivada nos livros brasileiros

A maioria dos autores brasileiros n&o incluiu o CDI na algebra,
apresentando-o como um topico especifico da matematica, que é como aparece
no ultimo volume do livro dedicado ao curso cientifico, embora no programa
oficial o calculo tenha sido inserido na rubrica algebra. O Quadro 3 apresenta a

ordenacéao dos conteudos apresentados por cada autor.

Quadro 3 — As derivadas em cada colegao

Autor Derivada
Roxo et al. Derivada em um ponto; derivada infinita; interpretacdo geométrica e
(1955) cinematica da derivada; diferenca e diferencial; fungdes derivadas;

derivacao sucessiva; regras de derivagao; diferenciais sucessivas;
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aplicacao da derivada ao estudo da variagdo de uma fungéo; maximos e
minimos relativos e intepretagdo geométrica
Carvalho Definigao de derivada; exemplo com tabela; fungédo derivada;
(1955) inter_pre_tagéo geonjétrig_a e cinematica da de_rivaga; dgriyadas uni!ajrerais;
continuidade e derivabilidade; regras de derivagdo; maximos € minimos.
Maeder (1955) Derivada num ponto; derivada infinita; interpretacado geométrica e
cinematica da derivada; diferencial e sua interpretacdo geométrica; regras
de derivacao;
aplicacao das derivadas: maximos e minimos, estudo das variagdes das
fungoes.
Bezerra (196?) Derivada num ponto; fungéo derivada; interpretacdo geométrica e
cinematica da derivada; diferencial e sua interpretacdo geométrica; regras
de derivacgao; derivagdes sucessivas; aplicagdes: fungdes crescentes e
decrescentes, maximos e minimos.
Quintella Acréscimos; derivada em um ponto; fungcao derivada; regra geral de
(1965) der!vage:io; inte_rpretagéo geo_métricg e cin(_amética d_a derivada;~ regras de
derivacao; derivadas sucessivas; diferencial e sua interpretagao
geomeétrica; variacao das funcdées e maximos e minimos.

Globalmente, os autores atenderam as recomendag¢des do programa
oficial da Reforma de 1942. A abordagem de Carvalho (1955, p. 125) comega,

também, formalmente, com a definigdo de derivada num ponto.

Sejay = f(x) (1) uma fung¢ao univoca e continua num intervalo [a,
b] de seu campo de existéncia. Sejam x, €lx, + Ax, dois pontos
de [a, b] ndo infinitamente proximos e f (xy) e f (ko + Ax,) 0S
valores correspondentes da fungdo (1) nesses pontos.
Representemos por Ay, a diferenca h= f(oen + Axq)- f(xg), isto
€ o acréscimo da fungao (1) quando x passa de Xxo para o + Ax,
. Formemos, entado, o quociente entre o acréscimo da fungéo e

L ‘s f(xo+Axo)— fi
o acréscimo correspondente da variavel ? =(x°+)(x°) ).
X0 X0

Este quociente denomina-se razao incremental da fungao. Se
supusermos Xo constante e fizermos M tender para zero, em
virtude da continuidade da funcao ([%LIA—W também tendera para
zero. Pode acontecer que, quando Ax, tenda para zero, a razao
incremental (2) tenha um limite finito que representaremos por

dy, , . . . Ayo dyo . . ~
== ou por f'(xy), isto &,| lim — = — =1"(x,) (3). Diz-se, entao,
dx, U P (x0) M e drxo (x0) (3)

que a fungédo (1) € derivavel nesse ponto, chamando-se derivada
a esse limite.

O autor fez algumas exigéncias desnecessarias para definir fungdo, como,
por exemplo ser univoca (atualmente, entende-se fungdo sempre como
univoca). A exigéncia de continuidade é um pleonasmo; ndo era necessario
exigir que o dominio fosse um intervalo, mas apenas que x0 fosse um ponto de

acumulagao. A definicdo longa pode ter sido assustadora para o estudante,
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embora o autor pareca ter tido a intencao de didatiza-la, acompanhando-a com
longo texto explicativo.

Para facilitar a compreensao, sugeriu um exemplo, que ele assim
justificou: “A fim de dar ao principiante uma ideia bem clara da nog¢do de
derivada, apresentamos o seguinte exemplo bastante elucidativo” (Carvalho,
1955, p. 124). O exemplo é a fungdo quadratica , continua para todos os seus
pontos de existéncia. Para ele atribui pequenos acréscimos e analisa o que
acontece quando se atribui esse incremento a x e a y. Essa situagédo foi

didaticamente exemplificada pelo autor numa tabela (Imagem 1).

Imagem 1 — Titulo da Imagem

) Yo Azg | 2o + Az | Yo + Ay Ayo il
(LR A¥ae 16 0,1 4,1 16,81 0,81 8,1
0,01 4,01 16,0801 0,0801 8,01

0,001 4,001 | 16,008001 0,008001 8,001
3 ! o ol AR R l !
3 0 0 8

Carvalho (1955) concluiu dizendo que, mesmo que 0OS acréscimos
tendam para zero, simultaneamente, a razao incremental tende para 8, que é
derivada no ponto . Nota-se que, ao experimentar diferentes valores para , o
esperado é que os acréscimos dados se comportem previsivelmente. Conforme
sugerido por Tall (2013), esse € um tipo de pensamento do mundo corporeo. Se
ele tivesse comegado com o exemplo intuitivo, sua abordagem poderia ser
classificada como intuitiva.

A formulagao do autor Bezerra (1967, p. 201) é significativa, pois traz uma
abordagem totalmente formalizada, conforme Tall (2013), embora siga a
sequéncia que quase todos os autores usaram, comecando com a definicdo da

derivada em um ponto.

Seja uma fungéo y = f(x) definida num intervalo (a, b) e x, um
ponto de (a, b), Ax, é acréscimo da variavel quando a variavel
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sofre um acréscimo Ian, a funcdo sofre um acréscimo
Byo = f(xa*Bxa) — f(xa) Arelagéo% — [Go+Ax0)~1(0) oy
X0

Axn
se razdo dos acréscimos ou razdo incremental. Chama-se

derivada da fungéo y = f(x) no ponto x, ao limite finito, caso

. < . A
exista, da razdo incremental quando [Ax, — 0, Lhm Aﬂ = f'(xp)
xn—0 AX0

A partir disso, o autor chega a definicao de funcao derivada: uma fungao

de x, definida em (a, b), tal que, para cada x, o valor coincide com o valor da
derivada de f(x) nesse ponto. Essa fungéo é simbolizada por f'(x), y’ ou %.

Ha variacdes entre as formulagcdes dos autores: por exemplo, Quintella
(1955) e Carvalho (1955), por exemplo, exigem que a fungao, além de ser
definida no intervalo, seja continua, para que exista a derivada num ponto. Ha
semelhangas na sequéncia seguida pelos autores: acréscimo, razao
incremental, derivada em um ponto, funcao derivada.

Maeder (1955) inicia com a definicdo de derivada em um ponto, néo
apresentando uma introducao intuitiva. De maneira semelhante, Roxo et al
(1955) parte da definicdo da derivada em um ponto, entendida como o limite da
razdo incremental. Nesta parte introdutéria, em notas de rodapé, os autores
trazem algumas informagbes da Histéria da Matematica, procurando
contextualizar um pouco a criagdo do CDI.

De maneira geral, os autores® analisados comegaram a apresentagdo do
conceito de derivada pelas defini¢gdes, seguidas de exemplos, interpreta¢des
geométrica e cinematica (conforme o programa oficial). Pode-se concluir que
todos os autores abordaram o conceito de derivada partindo de definicbes

formalizadas, ou seja, no terceiro mundo de Tall (2013).

Abordagem do conceito de derivada nos livros portugueses

Em 1947, Fernando Andrade Pires Lima foi o responsavel por uma
reforma nos liceus (Almeida; Matos, 2014). Em decorréncia desta, o calculo
infinitesimal (Cl) foi reintroduzido na disciplina de algebra e os programas de

matematica de 1948, conforme o decreto 37.112, detalhavam o que deveria ser

> Os autores brasileiros selecionados foram aqueles mais recomendados a época para o ensino
conforme mostram as pesquisas de Oliveira Filho (2013); Ribeiro (2011); Otone (2011)
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ensinado. No inicio da década de 1950, os livros unicos deveriam ser usados em
todos os liceus. A escolha de tal livro, realizada mediante concurso, era
atribuicdo de um comité de matematicos. Assim, o primeiro livro de Algebra para
o 3° ciclo liceal, selecionado em 1950, para um periodo de quatro anos, foi o
Compéndio de Algebra para o 3° ciclo de Anténio Augusto Lopes. Em 1955, a
aprovacao foi para o livro de José Sebastido e Silva em parceria com José da
Silva Paulo. Apresentamos no Quadro 4 a ordenacgéo de conteudos nos livros

didaticos desses autores, com indicios da abordagem por eles seguida.

Quadro 4 — ordenagao de conteudos pelos autores

Anténio Augusto Lopes (1950) José Sebastiao e Silva; José da Silva

Paulo (1956)
O Problema das tangentes a uma Exemplo intuitivo; declive de uma reta;
curva; problema das velocidades; declive de uma curva num ponto; razéo
problema da pressdo atmosférica; incremental; significado geométrico da
razao incremental; derivada num | derivada; derivabilidade e continuidade;
ponto; fungao derivada; interpretacédo fungédo derivada; interpretagdo cinematica;
geomeétrica; funcao derivada; regras de derivacdo; aplicagbes das
derivada das fungdes algébricas; derivadas; histéria das derivadas.
Historia da Matematica: Leibniz.

Antonio Augusto Lopes abordou o conceito de derivada comegando com
exemplos. O primeiro refere-se ao problema da tangente a uma curva.
Acompanha uma representacdo geométrica em que ele toma uma curva C, com

uma reta secante e uma tangente num ponto M da curva. Conclui dizendo que
. . . ~ ~ k .
quando a secante varia, também varia o angulo W e, portanto, a razédo —.que €

a tangente de w. “Esta relagéo serve, pois, para estudar a rapidez com que a
secante tende para a tangente, quando o acréscimo h tende para zero [...]”
(Lopes, 1950, p. 318).

O exemplo interessante diz respeito a pressédo atmosférica. A variacéo da
pressao atmosférica em fungao do tempo e velocidade de um ponto moével. “A
pressdao atmosférica ndo é constante; varia de instante para instante [...].

Designando por Ap um acréscimo (positivo ou negativo) de presséo e por At o
. . . A . . ~ T
acréscimo correspondente de tempo, o quociente A—’z define a variagdo média da

pressao atmosférica” (Lopes, 1950, p. 319).
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Apos essas exemplificacbes, o autor afirma que os problemas
anteriormente apresentados conduzem ao calculo do limite de dois acréscimos.
Ele traz um exemplo numérico - fungéo y = x? - para explicar como os acréscimos
e a razao incremental funcionam numericamente. Para isso, ele utiliza uma
tabela ilustrativa para chegar a concluséo de que o limite da fungéo no ponto x,é
2 x, (Tabela 1).

Tabela 1 — Tabela de incrementos e razao incremental

X0 X0 +h h Yo Yo + k k E
h

1 2 1 1 4 3 3

1 1,8 0,8 1 3,24 2,24 2,8
1 1,4 0,4 1 1,96 1,96 2,4
1 1,2 0,2 1 1,44 1,44 2,2
1 1,1 0,1 1 1,21 1,21 2,1
1 1,01 0,01 1 1,0201 1,0201 2,01
1 1,001 0,001 1 1,002001 0,002001 2,001

, ApOs essa preparagao, ele introduziu a definicdo de derivada de uma
funcdo. A derivada da funcgao f(x) para x = x,, € o limite da razéo % entre o

acréscimo da funcdo e o correspondente acréscimo da variavel, quando este

ultimo tende para zero, de qualquer modo (Lopes, 1950, p. 322). Complementa
dizendo que % € chamada razao incremental; o seu limite, quando h tende para
zero, é a derivada de f(x) para x = a, representa-se por f'(a). Simbolicamente, o

autor escreveu: “ f'(xo) = ;lln(l)% = }lméw “(Lopes, 1950, p. 323).

Analisando a abordagem de Lopes (1950) para o conceito de derivada a
luz da teoria de Tall (2013), conclui-se que ele parte de uma perspectiva intuitiva
(do mundo corporificado) para chegar aquela formalizada, exigida pela
matematica académica.

Por sua vez, a primeira edicdo do Compéndio de Algebra de Silva e Paulo
ocorreu em 1956. A introducao da derivada é realizada num extenso texto. Eles
comentam que a variagdo de um grafico é o que primeiro desperta nossa
atencao. Por essa razao, os autores trazem uma exemplificacdo da variagao de

temperatura num intervalo de tempo. Um grafico acompanha o texto (Imagem
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2). Ainda sem apresentar a definigao de derivada, os autores trazem um segundo

exemplo, que é geométrico. Trata-se da tangente a uma curva (Imagem 3).

Imagem 2 - Variagao de temperatura em Imagem 3 - Tangente a uma curva
funcao do tempo

- N W A W

W N =0
X1 8
ai-
=0
_.__Q...
6“-__.
o

Y e

_ Y=Y _ fX)—f(x0)
X—Xo X—Xo

O declive da reta tangente PP, sera d , para x # x,. Se

X — x,, a variavel d, fungao de x, tendera a um limite finito.

Logo, dy = lim M.

x-ox, X—Xo

Os autores concluem que a reta t, que passa pelo ponto P, e tem declive
d,, € chamada de tangente a curva nesse ponto: “Quando o ponto mével P tende
para o ponto fixo P,, a secante PyP tende para uma posi¢ao limite, t, que é a
tangente a curva no ponto P,, O declive da curva no ponto P, & o declive da
tangente a curva nesse ponto” (Silva; Paulo, 1957, p. 171).

O texto introdutério do conceito de derivada é longo, os autores tém
consciéncia de estarem realizando um preambulo absolutamente necessario
antes de apresentar o conceito definicdo de derivada (Domingos, 2003). Essa
definicdo € concisa: uma vez que a preparacao intuitiva foi realizada, € preciso
entrar no mundo simbdlico e formal para sintetizar o conceito.

“Definicao: Chama-se derivada da fungao f(x) em x,, e representa-se por

f'(xy), o limite da razao incremental de f(x) entre x, e x, quando x tende para x,
(se esse limite existir). Em férmula: f'(x,) = lim JEOZICx0) g & (Silva;
XX X—Xo h-0h

Paulo, 1957, p. 173). Os autores chamam a atencéo para o fato de que talvez o

.k ~ . ~ . a .
}lmg) - nao exista. Nesse caso, f(x) ndo tem derivada no ponto x,. Na sequéncia,
-
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mostram exemplos numéricos de como calcular a derivada num ponto. O
primeiro exemplo é o da fungéo quadratica f(x) = x.

O livro de Silva e Paulo (1957) pode ser considerado como um exemplo de
uma abordagem corporificada mesclada com formalizada, conforme a teoria de
Tall (2013).

Conclusao

A analise dos livros didaticos brasileiros e portugueses revelou
importantes aproximag¢des na forma de introdugdo do Calculo Diferencial e
Integral (CDI) no ensino secundario. Em primeiro lugar, observou-se uma estreita
correspondéncia entre os conteudos apresentados nos manuais e aqueles
prescritos pelos programas oficiais de ensino. Em segundo lugar, verificou-se
uma organizagao semelhante dos conteudos, estruturada a partir da sequéncia
conceitual fungao, limite, continuidade e derivada, evidenciando uma légica
comum de apresentacado dos fundamentos da analise matematica.

Apesar dessas convergéncias, a comparagao entre as obras dos dois
paises evidencia diferengas significativas quanto as abordagens adotadas para
a introducédo do conceito de derivada. Nos livros brasileiros, predominou uma
perspectiva mais formalizada, centrada na apresentacdo da definicao
matematica do conceito, seguida de exemplos numeéricos e aplica¢gdes. Embora
todos os autores tenham explorado as interpretagées geométricas e mecanica
da derivada, apenas alguns recorreram a recursos mais intuitivos, tais como
graficos, tabelas de valores aproximados e situagbes contextualizadas,
caracteristicas de uma abordagem corporificada. Em contraste, os autores
portugueses atribuiram maior relevancia a esses elementos introdutorios,
utilizando representagdes visuais e exemplos intuitivos como estratégia para
construir o significado do conceito antes da formalizagao tedrica.

A luz da Teoria dos Trés Mundos da Matematica, proposta por Tall (2013),
€ possivel afirmar que os autores brasileiros privilegiaram uma abordagem
predominantemente simbdlico-formal, enquanto os autores portugueses
adotaram uma perspectiva corporificado-formal. Essa opg¢ao metodoldgica
aproxima-se das concepc¢des defendidas por Felix Klein, para quem a introducao

de conceitos avangados deveria partir de experiéncias intuitivas e
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representacdes concretas, conduzindo gradualmente a formalizacdo matematica
(Klein, 1945).

Outro aspecto relevante diz respeito ao perfil dos autores analisados.
Tanto no Brasil quanto em Portugal, os livros didaticos foram produzidos por
matematicos que, em sua maioria, atuavam no ensino superior e ocupavam
posi¢cdes de destaque nos sistemas educacionais. A experiéncia académica e a
participacdo em instancias decisorias ligadas a formulagdo de politicas
educacionais conferiram a esses autores significativa influéncia na definicdo dos
programas oficiais de Matematica. Nao por acaso, as obras examinadas
alcancaram numerosas edi¢cdes e desempenharam papel central na construcao
de uma versdo escolarizada do conceito de derivada destinada ao ensino
secundario.

Por fim, a principal diferenca identificada entre os dois contextos refere-
se a trajetéria curricular do CDI. No Brasil, esse conteudo comegou a ser
gradualmente retirado dos programas oficiais a partir da década de 1970, em um
processo que culminou praticamente com sua exclusdo do curriculo da
educacgao basica (raras escolas técnicas ou particulares oferecem ainda este
conteudo). Em Portugal, ao contrario, o ensino de CDI consolidou-se ao longo
do século XX e permaneceu integrado ao curriculo do ensino secundario,
estendendo-se até o século XXI. Essa divergéncia evidencia distintas
concepgdes sobre o papel da Matematica avancada na formagao escolar e
contribui para compreender os diferentes caminhos percorridos pela educacao

matematica nos dois paises.
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