BETH REDIVIVO

Frank Sautter

Universidade Federal de Santa Maria

Resumo: Desenvolvo um método de prova por refutagdo para a Légica Proposicional Classica, que
resgata ideias dos tablds semanticos de Evert Beth. Primeiro apresento o método em forma conjuntista,
depois o utilizo em forma tabular simplificada.
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Abstract: | develop a method of proof by refutation for the Classical Propositional Logic, which retrieves
ideas from the semantic tableaux of Evert Beth. First | present the method in a set-theoretical form, then |
use it in a simplified tabular form.
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“O individuo do escol pode, por exemplo, aceitar inteiramente uma doutrina alheia; aceita-a,
porém, criticamente, e, quando a defende, defende-a com argumentos seus (...).”

(Fernando Pessoa, O caso mental portngués, 1932)

1. As bases teoricas do método

O linguista Daniel Everett (2019, p. 52ss.) sugere como se deu a
transicdo, em termos evolutivos, da utilizagdo somente de sentencas simples
para a utilizacdo de sentencas simples e complexas. Sua sugestdo recorre a
passagem do discurso simples para o discurso complexo com sentengas
simples, e desse, para o discurso complexo com sentencas complexas!. A
resposta de Everett é do plano da especulagio e, provavelmente, nenhuma

1 0 exemplo de discurso complexo com sentencas simples dado por Everett (2019, p. 53) é 0 seguinte:
‘Jodo pesca. Pedro pesca. Jodo pega peixe. Pedro para. Pedro come o peixe Jodo. Pedro volta. Jodo
volta mesma hora.’ Segundo Everett (2019, p. 53), ‘Essa histéria, completamente composta por
sentengas ndo complexas, narra que Jodo foi pescar e depois, ou na mesma hora - dependendo do que
¢ inferido do contexto —, Pedro foi pescar. Jodo pegou um peixe antes que Pedro. Entdo, Pedro parou de
pescar e comeu 0 peixe com Jodo. Pedro decidiu parar de pescar e voltar para casa. Jodo voltou para
casa com ele.’
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resposta ndo especulativa possa algum dia ser dada. Que resposta um légico
pode dar a questio?

O método de prova para a Logica Proposicional Classica (LPC), aqui
desenvolvido, teve como seu ponto de partida uma reflexio sobre essa
questdo. Um légico poderia observar que, distinguindo entre sentencas aceitas
e sentencgas rejeitadas, temos um modo de introduzir a negagio sentencial,
concatenando sentencas aceitas, temos um modo de introduzir a conjuncio
sentencial, e concatenando sentencas rejeitadas, temos um modo de introduzir
a denegacdo conjunta (ou seta de Peirce). A nega¢io e a conjuncdo sentenciais
formam um conjunto funcionalmente completo de conetivos para a LPC, e a
denegacio conjunta é, sozinha, funcionalmente completa para a LPC.

O método aqui desenvolvido principia com a identificagdo de uma
colecdo de sentengas aceitas e de uma colegdo de sentengas rejeitadas.

Na Moderna Teoria da Prova ¢é lugar comum que o significado das
operacoes logicas seja dado por regras de introducdo das operacdes, ou por
regras de eliminacio das operagSes, ou por ambas. O método aqui
desenvolvido fornece regras de introducio e de eliminacio para cada conetivo
adotado como primitivo? e para cada atitude perante sentengas (aceitacdo ou
rejei¢ao).

Diversos métodos de prova para a LPC, especialmente as variantes de
dedugdo natural, utilizam hipdteses, sentengas que sdo introduzidas, utilizadas,
mas que devem ser, finalmente, descartadas. O estatuto ontolégico de
hipéteses é ainda mais dificil de estabelecer do que o estatuto ontolégico da
maioria das outras entidades utilizadas na Logica, por isso as evitei mediante a
adogao de um procedimento por refutacio’.

Finalmente, a mengdo a Evert Beth, no titulo, deve-se ao fato de que
também Beth (1959, p. 1806ss.) adota duas colunas em seu Método de Tablos
Semanticos?, e, ao invés de utilizar uma tnica férmula em cada né do tablo,
como o faz Smullyan (1968), os tablés de Beth utilizam cole¢oes de férmulas

2 Utilizo negacéo e condicional material porque frequentemente é o conjunto funcionalmente completo
adotado na literatura, mas qualquer outro conjunto funcionalmente completo poderia ser adotado sem
maiores dificuldades, inclusive o par mais natural formado pela negagéo e pela conjungéo.

3 Métodos de prova por refutacdo se valem de uma caracterizagdo alternativa mas equivalente de
argumento valido, a saber, ndo ha contra-exemplo, ou seja, ndo ha circunstancia em que as premissas
sdo verdadeiras mas a conclusao é falsa. Isso corresponde a incompatibilidade das premissas com a
negacdo da conclusdo, ou seja, premissas e negacéo da conclusdo ndo podem ser simultaneamente
aceitas.

4 Entretanto, as duas colunas dos tablés semanticos de Beth podem, cada qual, se bifurcar internamente
quantas vezes forem necessarias, enquanto que nas duas colunas do método aqui desenvolvido isso
néo ocorre.

92



Dissertatio [52] 91-99 |2020

em cada n6 tal como fago aqui®. A versdo mais popular do método de tablos é
devida a Smullyan (1968), que ¢ louvada por simplificar os tablos de Beth. O
método aqui desenvolvido talvez possa figurar entre os exemplos de que nem
sempre o mais simples ¢ melhor.

Na préxima se¢do apresentarei o método em sua forma conjuntista
completa, na segdo seguinte aplicarei o método, em sua forma tabular
simplificada, a prova de sua completude relativa a completude forte do sistema
de Mendelson (1997) para a LPC e a apresentacio de um conjunto alternativo
de regras de introducio e de eliminacgao. Finalmente, na dltima secio, indicarei
caminhos para uma continuidade do trabalho.

2. O método em forma conjuntista

Utilizarei uma linguagem proposicional cujos conetivos primitivos
sdo a negacdo e a condicional material, um conjunto funcionalmente completo
de conetivos para a LPC. O método estrutura-se do seguinte modo:

Ha duas cole¢oes de formulas — as férmulas aceitas (A) e as férmulas
rejeitadas (P) — formando o par ordenado < A, P >. Ha as seguintes 10 regras de
transformagdo de pares ordenados (“<A;, Pi> = <Aj, Pi1>” indica a
transformagdo de um par ordenado <Aj, P;> em outro par ordenado <Ai+1,
Piv1>):

1. Introduc¢io da negacio nas rejeitadas (INR): <A U {a}, P> = <A
U {a},PU {—a}>.

2. Introdugio da nega¢io nas aceitas INA): <A, P U {a}> = <A U
{=a}, PU {a}>.

3. Eliminac¢do da nega¢do nas rejeitadas (ENR): <A, P U {—a}> =
<Au {a},PU {—a}>.

4. Eliminacdo da negacio nas aceitas (ENA): <A U {—a}, P> = <A
U {—a}, PU {a}>.

5. Introdugdo da condicional nas trejeitadas ICR): <A U {a}, P U
{B}>=<Au{a},PU{B,a>dp}>.

6. Introducio da condicional nas aceitas ICAl): < A, P U {a}> =
<Au{a>dB},PuU{a}>.

5 No método aqui desenvolvido, tal como nos tablds de Beth, as cole¢des de formulas organizam-se em
sequéncias de tal modo que as férmulas se acumulam a medida que avangamos na sequéncia.
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7. Introducdo da condicional nas aceitas ICA2): < AU {B},P > =
<AU {B,a>B},P>.

8. Eliminacio da condicional nas rejeitadas (ECR): < A, P U {a D
Bi>=<Au{a},PuU {B,a>dp}>.

9. Eliminacio da condicional nas aceitas (HCA1): < A U {a D B, o},
P>=<Au{a>B, a,B},P>

10. Eliminac¢do da condicional nas aceitas (ECA2): <A U {a. D B}, P
U{B}>=><Au{aodB},PuU {ap}>.

Essas regras de transformacio sdo validas para a LPC, se
interpretarmos como verdadeiras as formulas que se encontram na colegio das
aceitas ¢ como falsas as férmulas que se encontram na cole¢io das rejeitadas.

O método procede por refutacio; a derivabilidade de a a partir de I"
(em simbolos, I" I- o) define-se do seguinte modo: I" I- o se, e somente se,
existe uma sequéncia de patres ordenados tal que o primeiro par ordenado da
sequéncia ¢ < T, {a} >, cada par ordenado da sequéncia, 2 excegio do
primeiro, é a transformacio do par ordenado imediatamente anterior por uma
das 10 regras de transformacio e, para algum par ordenado < Aj, P; > da

“I” indica a ordem do pat ordenado na sequéncia, {B, —p}

sequéncia, em que
C A;j para alguma férmula B. Em razdo da presenca das regras de
transformacdo ENA e INR, essa condigdo de fecho pode ser expressa,

alternativamente, pelas seguintes condi¢oes:

a)BeA;eBePi
b) {B, B} = P

A cotre¢io do método foi dada acima em razdo da validade das 10
regras de transformagdo. A completude forte do método serd apresentada na
proxima segdo ao mostrar que todos os axiomas e a regra de inferéncia do
sistema correto e fortemente completo para a LPC de Mendelson (1997) sao
provaveis pelo método aqui apresentado.
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3. Aplicages do método em forma tabular

A aplicagdo do método pode ser apresentada de forma tabular
simplificada®, com uma coluna para as férmulas aceitas, uma coluna para as
férmulas rejeitadas, e uma coluna para a justificativa.

A titulo de ilustracdo, para apresentar a aplicagio do método em sua
forma tabular, demonstrarei os axiomas utilizados por Mendelson (1997, p. 35):

A. |- oD Pow
Aceitas Rejeitadas Justificativa
aDPBow A ser demonstrada por refutacao
o Boa ECR
B o ECR
—a INA

“o”” e “—o” em negtito indicam que a condi¢do de fecho foi atendida.

Essa prova em forma tabular simplificada corresponde a seguinte
sequéncia de pates ordenados de cole¢oes de formulas: <, {aD(Poa)}> =
<{a}, {oo(P>0), poaj> = <{a.p}, {ao(P>a), foa, aj> = <{a, B,
—a}, {oo(B>ow), foa, a}> QED.

B. Fa>B>0)>(@>p)>@>y)

Aceitas Rejeitadas Justificativa

a@o>Poy)o(>P)>@>y) | A ser demonstrada
por refutacido

as>Poy  @oB)>(@>y) ECR
a>f a>oy ECR
o % ECR
Boy ECA1
B ECAL1
X ECA1

6 S . . . x
A forma é simplificada porque ndo aparecem nos nds todas as formulas, somente aquelas que séo
relevantes ao passo de prova.
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CCny 20

Novamente, “—y” e “y” em negrito indicam que a condi¢io de fecho
foi atendida.

Essa prova em forma tabular simplificada corresponde a seguinte
sequéncia de pares ordenados de cole¢Ges de férmulas:

<Dl{a>PBo>0)>(@>P)>@dN)}>=>

<{aoPoph{@>Po)>(@>p) > @), @>p) >
@>yp}>=

<{as@Bop.a>BL{@>Box)>(@>P)>@>y), @>
po@oy,asyi>=

<{asPBoy,a>B,a}, {@>B>x)>(@>p) > @)@
SP o@Dy, sy x> =

<{aoPox,a>p 0y {@>Bo20)>(@>p) > @>
W @D D@Dy, Dy x> =

<{as>Box,a>ph, 0 -y poxh {@>Bo>1) > (@>h)>
@2%), @B @D, aD% xt>=

<{a> B>, 0>, a -y By, Bl {@>B>x)>(@>ph)>
@>y), @)@y, 0Dy x> =

<{as>Pon), asdp,a,—x Pox Byl {@>P oK) > (@>
P)o@>y), (@>P)>@>x),a>y, x> QED.

C. F—a>—p)> (—a>p) >
Aceitas Rejeitadas Justificativa
oo>—P)D(—a>P)>w A ser demonstrada  por
refutacio

—o>—f | (—adPoa ECR

—a>f o ECR

—a INA

—B ECAl

B ECAl

Novamente, “=f” e “B” em negrito indicam que a condi¢io de fecho
foi atendida.

Essa prova em forma tabular simplificada corresponde a seguinte
sequéncia de pares ordenados de cole¢oes de férmulas:
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<G, {(—a>-p)d(-a>p>n)}>=

<{=o>—B}L{(—o>-PD(—a>dP>n),(—a>dP) da}>=

<{=a>-B,-a>dB}, {(—a>D>—=P)D(-a>P)d>a),—a>dp)>D
o, o> =

<{=0 D =B, =0 D B, —at}, {(—e D —P) S (- D P) O ), (~eL D
Byoo,a}>=

<{—|(X > _‘Ba - D Ba —aQ, _‘B}a {(—|(X > _'B) > ((-KX 2 B) 2 (X),
oa>B)>oa,0}>=

<{—|(X D —|B, - D B, -0, —|B, B}, {<—|(X o] —|B) D ((—|(X o] B) D (X,),
(o> pB)>a,at> QED.

Desde que a tnica regra de inferéncia de Mendelson (1997) é a regra
de modus ponens, e ela corresponde a aplicacdo direta da regra de transformacio
ECA1, o sistema ¢ fortemente completo para a LPC.

O método apresenta uma certa deselegancia, porque ha duas regras
para a introdugdo da condicional nas aceitas ICA1 e ICA2) e duas regras para
a eliminacdo da condicional nas aceitas (ECA1 e ECA2). As regras ICA2 e
ECA1 podem ser eliminadas, desde que se introduzam, em seu lugar, as
seguintes regras de contraposicdo da condicional:

4. Condicional para contrapostiva(CC1): <A U {a D B}, P> = <A
v {(X ) B, —|BD—|(X}, P>

5. Contrapostiva para condicional(CC2): <AU{—p D —a}, P> =
<AuU {(X, ) B, —|BD—|(X}, P>

A prova de ECA1l, em forma tabular, mediante as novas regras
procede do seguinte modo:

Aceitas Rejeitadas Justificativa
{aaDB, a} Dados
—fo—a CC1

-0 INR

—p ECA2
B ENR
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A prova de ICA2, em forma tabular, mediante as novas regras
procede do seguinte modo:

Aceitas Rejeitadas Justificativa
B Dado
—p INR
—B > —a ICA1
o)} CC2

Consideragées finais

No fragmento intuicionista da Logica Proposicional, as regras de
transformacio de Introducdo da Negacio nas Aceitas — da rejeiciao de o obter
a aceitacdo de —o — e de Eliminacdo da Negacio nas Rejeitadas — da rejeicdo
de —a obter a aceitacio de o —, nio sdo validas.

As condicoes de fecho alternativas, apresentadas ao final da segunda
secdo, também ndo sido adequadas intuicionisticamente, por falharem INA e
ENR.

Aparentemente a desconsideragao de INA e ENR ¢ suficiente, por
exemplo, para barrar a prova da Lei de Peirce, que nio ¢ intuicionisticamente
valida; a seguinte prova simples da Lei de Peirce mostra o papel fundamental
de regras para a negacdo em sua prova, ainda que a Lei de Peirce seja
constitufda exclusivamente por condicionais:

Aceitas Rejeitadas Justificativa
(o> B) o a) Do A ser demonstrada por refutagdo
(o> PB)oa | a ECR
oa>f ECA2
o B ECR
- INA

A conversa da contraposicio CC2 — da aceitagio de = D —at obter
a aceitagio de o D P — também nio ¢é intuicionisticamente vélida e,
possivelmente, outras regras de transformagao para a condicional também nio
sdo aceitaveis. Mas isso, e uma extensdo do método para outras légicas, é tema
para um outro trabalho.
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